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SURFACES ELLIPTIQUES RE´ELLES
ET INE´GALITE´ DE RAGSDALE-VIRO
Fre´de´ric Mangolte
mangolte@univ-savoie.fr
Fax: (33) 4 79 75 87 42
English title: Real elliptic surfaces
and Ragsdale-Viro inequality
Abstract. On a real regular elliptic surface without multiple fiber, the Betti number
h1 and the Hodge number h1,1 are related by h1 ≤ h1,1. We prove that it’s always
possible to deform such algebraic surface to obtain h1 = h1,1. Furthermore, we can
impose that each homology class can be represented by a real algebraic curve. We
use a real version of the modular construction of elliptic surfaces.
Re´sume´. Pour une surface elliptique re´elle re´gulie`re et sans fibre multiple, le nombre
de Betti h1 et le nombre de Hodge h1,1 sont lie´s par l’ine´galite´ h1 ≤ h1,1. On montre
qu’on peut toujours de´former une telle surface alge´brique pour obtenir h1 = h1,1.
De plus, on peut imposer que chaque classe d’homologie soit repre´sentable par une
courbe alge´brique re´elle. On utilise une version adapte´e au cas re´el de la construction
des surfaces elliptiques modulaires.
1. Introduction
Une varie´te´ projective (ou quasi-projective) X est dite re´elle ou de´finie sur R
lorsque X est munie d’une involution anti-holomorphe σX appele´e structure re´elle.
Dans ce cas, on appelle partie re´elle de X et on note X(R), l’ensemble des points
fixes de σX . Par convention, une surface est projective lisse. Une surface est dite
elliptique s’il existe une application holomorphe surjective pi : X → ∆ ou` ∆ est une
courbe lisse compacte et la fibre ge´ne´rique de pi est une courbe de genre 1. Une telle
surface est dite elliptique re´elle lorsque X et ∆ sont de´finies sur R et pi ◦σX = σ ◦pi
ou` σ est la structure re´elle de ∆.
D’apre`s un re´sultat de V. Kharlamov, [Kha], une surface elliptique re´elle X
re´gulie`re (i.e. telle que H1(X,OX) = {0}) et sans fibre multiple, ve´rifie l’ine´galite´
de Ragsdale-Viro
(1.1) h1(X(R)) ≤ h
1,1(X)
1991 Mathematics Subject Classification. 14J27 14C25 14P25.
Key words and phrases. Algebraic cycles, Topology of Real algebraic surfaces, Modular Elliptic
surfaces.
1
2 FRE´DE´RIC MANGOLTE
ou` h1(X(R)) est le rang du premier groupe d’homologie H1(X(R),Z/2) de X(R)
et h1,1(X) = dimCH
1(X,Ω1X). Maintenant, on note h
alg
1 (X(R)) le rang du sous-
groupe de H1(X(R),Z/2) engendre´ par les classes fondamentales de courbes alge´b-
riques re´elles (voir [BH]). On a alors halg1 (X(R)) ≤ h1(X(R)).
Le nombre h1,1 est invariant par de´formation et le re´sultat principal de ce travail
est :
(1.2) The´ore`me. Toute surface elliptique re´gulie`re sans fibre multiple peut eˆtre
de´forme´e sur C en une surface elliptique re´elle telle que halg1 = h1 = h
1,1.
Remarques. Une surface d’Enriques X est elliptique re´gulie`re avec deux fibres mul-
tiples. Pour une telle surface, on a h1,1(X) = 10, mais il n’existe aucune surface
d’Enriques re´elle telle que halg1 = h1 = 10. En revanche, il existe des surfaces
d’Enriques re´elles telles que halg1 = 11 et h1 = 12, cf. [DKh] et [MavH].
On ne peux pas espe´rer une version du the´ore`me 1.2 avec de´formation sur R. En
effet, meˆme si h1(X(R)) = h
1,1(X), il peut n’exister aucune de´formation sur R de
X telle que halg1 = h
1,1, voir a` ce sujet le comportement des surfaces K3, [Ma].
Le point cle´ dans la preuve du the´ore`me 1.2 est la construction d’une suite
{Xk}k≥1 de surfaces elliptiques re´elles qui ve´rifient h
alg
1 (Xk(R)) = h
1,1(Xk), cf.
the´ore`me 5.3.
Les surfaces Xk sont des surfaces elliptiques modulaires au sens de T. Shioda
[Sho] dont on a adapte´ les constructions au cas re´el. Jusqu’a` pre´sent, les surfaces
elliptiques modulaires ne semblent pas avoir e´te´ utilise´es en ge´ome´trie alge´brique
re´elle.
Le plan de cet article est organise´ comme suit : la section 2 est consacre´e aux
pre´liminaires sur les courbes de genre 1 re´elles, les re´fe´rences sont [Si3] et [Sil].
Dans la section 3, on montre comment utiliser les constructions analytiques de
K. Kodaira [Ko] en re´el. Graˆce a` la classification des fibres singulie`res des pinceaux
re´els de courbes elliptiques due a` R. Silhol [Si1], on re´duit alors le proble`me a`
la construction de surfaces elliptiques avec fibres singulie`res donne´es a priori. La
section 4 est consacre´e aux surfaces elliptiques modulaires re´elles. On adapte les
travaux de T. Shioda [Sho] et M. Nori [No] pour re´duire le proble`me a` la recherche
de groupes Fuchsiens arithme´tiques particuliers. Enfin, en section 5, on donne
les domaines fondamentaux d’une suite de groupes Γk qui servent de base a` la
construction des surfaces Xk.
Je tiens a` remercier V. Kharlamov pour m’avoir indique´ le re´sultat (1.1) et
P. Schmutz Schaller pour son aide dans la construction des domaines fondamentaux
de la section 5.
2. Pre´liminaires : Courbes de genre 1 re´elles
On note H = {z ∈ C/ ℑ(z) > 0} le demi-plan supe´rieur. L’action du groupe
PSL(2,R) = SL(2,R) /{±1} sur H est note´e z 7→ A.z ou` A.z = az+b
cz+d
si A est
repre´sente´ par
(
a b
c d
)
, ad − bc = 1. L’involution σH : z 7→ −z¯ de H est anti-
holomorphe. On note S : SL(2,R) → SL(2,R),
(
a b
c d
)
7→
(
a −b
−c d
)
, claire-
ment S induit une involution sur PSL(2,R) que l’on notera encore S. Soit z ∈ H,
et soit A ∈ PSL(2,R), alors σH(A.σH(z)) = S(A).z.
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Soit Γ un groupe Fuchsien (i.e. un sous-groupe discret de PSL(2,R)), σH induit
une structure re´elle sur le quotient H/Γ si et seulement si σHΓ = ΓσH i.e. si et
seulement si Γ est stable par S. Dans toute la suite, ce sont les sous-groupes d’indice
fini du groupe modulaire PSL(2,Z) ⊂ PSL(2,R) qui vont nous inte´resser.
Soit C une courbe projective lisse de genre 1, alors il existe τ ∈ H tel que
C = C/(Z + τZ). Re´ciproquement, soit τ ∈ H, on note C(τ) la courbe quotient
C/(Z + τZ). La fonction modulaire elliptique est note´e j : H → C. Le signe ∼=
signifie isomorphe sur C. La proposition suivante est classique.
(2.1) Proposition. Soit (τ, τ ′) ∈ H ×H, les trois assertions suivantes sont e´qui-
valentes.
(1) C(τ) ∼= C(τ ′) ;
(2) j(τ) = j(τ ′) ;
(3) il existe A ∈ PSL(2,Z), tel que A.τ = τ ′.
On note donc j(C) = j(τ) pour τ quelconque tel que C(τ) ∼= C.
La fonction j : H → C est de´finie sur R, c’est-a`-dire que ∀τ ∈ H, j(τ) = j(σH(τ)).
(2.2) Proposition. Soit C une courbe projective lisse de genre 1, les trois asser-
tions suivantes sont e´quivalentes.
(1) C peut eˆtre de´finie sur R ;
(2) j(C) ∈ R ;
(3) ∃τ ∈ H/ C(τ) ∼= C et 2ℜ(τ) ∈ Z.
Soit τ ∈ H ve´rifiant 2ℜ(τ) ∈ Z, la structure re´elle induite sur C(τ) = C/(Z+τZ)
par la conjugaison complexe de C est telle que C(τ)(R) 6= ∅.
(2.3) Proposition. Lorsque C est munie d’une structure re´elle, on a
si #C(R) = 2, alors j(C) ≥ 1 et ∃τ ∈ H/ C(τ) ∼= C et ℜ(τ) ∈ Z
si #C(R) = 1, alors j(C) ≤ 1 et ∃τ ∈ H/ C(τ) ∼= C et 2ℜ(τ) est un entier
impair.
(2.4) Remarque. Le cas j(C) = 1 correspond aux courbes y2 = x3+x et y2 = x3−x
qui sont isomorphes sur C par (x, y) 7→ (ix, ζ), ou` ζ2 = −i. La premie`re courbe
posse`de une partie re´elle connexe, la partie re´elle de la seconde courbe posse`de deux
composantes connexes.
3. Surfaces elliptiques re´elles
On conside`re une surface elliptique re´elle pi : X → ∆. On suppose que pi posse`de
au moins une fibre singulie`re, est sans fibre multiple et qu’aucune courbe excep-
tionnelle n’est contenue dans une fibre.
Par hypothe`se, ∆ est munie d’une involution anti-holomorphe σ. On note Cu =
pi−1{u} la fibre au dessus de u ∈ ∆. On conside`re un ensemble fini Σ ⊂ ∆ stable
par σ tel que Cu est lisse pour tout u ∈ ∆
′ = ∆ \ Σ. Comme Σ est stable par σ,
∆′ munie de la restriction de σ est encore re´elle.
L’invariant fonctionnel de pi est la fonction me´romorphe J : ∆′ → C, u 7→ j(Cu)
(cf. Section 2). Par construction J est de´finie sur R, i.e. J ◦ σ = J¯ . On peut
prolonger J en une fonction holomorphe J : ∆→ P1(C) qui ve´rifie J ◦ σ = conj ◦ J
ou` conj est la conjugaison complexe sur P1(C).
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Maintenant X|∆′ = pi
−1(∆′) → ∆′ est un fibre´ diffe´rentiel en tores, donc les
groupes d’homologie des fibres {H1(Cu(C),Z)}u∈∆′ forment un faisceau localement
constant au dessus de ∆′. On peut e´tendre ce faisceau a` ∆, [Ko, §7]. Ce faisceau
e´tendu G est l’invariant homologique de pi. De meˆme que J , G est de´fini sur R.
Si J est non constante, on peut e´tendre l’ensemble fini Σ, avec σ(Σ) = Σ, pour
obtenir ∀u ∈ ∆′, J(u) 6∈ {0, 1,∞}. On note ρ′ : pi1(∆
′) → SL(2,Z) l’homomor-
phisme de monodromie associe´. Le morphisme ρ′ est une repre´sentation de pi1(∆
′)
qui de´termine et est de´termine´ par le faisceau G. Comme pi est re´elle, pour tout
α ∈ pi1(∆
′), on a ρ′(σ∗(α)) = S(ρ
′(α)) ou` σ∗ est l’involution induite par σ sur
pi1(∆
′) et S est de´finie au de´but de la section 2.
Soit u ∈ Σ et soit α ∈ pi1(∆
′) l’e´le´ment repre´sente´ par un lacet simple tournant
dans le sens positif autour de u. Le point u est un poˆle de J si et seulement si
l’ordre de ρ′(α) est infini. Dans ce cas, ρ′(α) est conjugue´e dans SL(2,Z) a` une
matrice d’une des formes
(3.1)
(
1 m
0 1
)
ou
(
−1 −m
0 −1
)
avec m > 0
cf. [Ko §9]. Dans le premier cas, on dit que la fibre Cu est du type Im et dans le
second cas, du type I∗m.
Si u est un poˆle de J appartenant a` ∆(R), Cu est re´elle et les types re´els possibles
de Cu(R) sont classifie´s par la table (3.2) ci-dessous extraite de [Si2, Th. VII(1.5)].
On suppose que pi admet une section re´elle, soit u′ un point de ∆′(R) voisin de u.
Alors la fibre Cu′ est lisse et Cu′(R) posse`de une ou deux composantes connexes.
Dans la deuxie`me colonne de la table, on a indique´ le nombre de composantes
connexes de Cu′(R) s’il reste constant lorsque u
′ varie au voisinage de u dans ∆′(R).
On a indique´ ”∗” si #Cu′(R) change au voisinage de u. Les colonnes 3 et 4 donnent
la characte´ristique d’Euler topologique de Cu(R) et Cu. La dernie`re colonne donne
le nombre ξ(Cu)− 1 de composantes irre´ductibles de Cu qui ne rencontrent pas la
section.
(3.2)
Type complexe
I∗m, m pair
I∗m, m impair
Im, m pair
Im, m impair
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
#Cu′(R)
2
1
∗
∗
2
2
1
1
∗
∗
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
χ(Cu(R))
−m− 4
−m− 2
−m− 4
−m− 2
−m
0
−m
0
−m
1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
χ(Cu)
m+ 6
m
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ξ(Cu)− 1
m+ 4
m− 1
Pour simplifier, et comme cela suffira pour la suite, on a laisse´ de coˆte´ les fibres
singulie`res qui pourraient apparaˆıtre en dehors des poˆles de J . Remarquons que
deg(J) =
∑t
l=1ml ou` t est le nombre de poˆles de J . Pour une surface elliptique, la
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characte´ristique d’Euler topologique vaut 12 fois la characte´ristique d’Euler holo-
morphe χ(OX). Si toutes les fibres singulie`res de pi sont de type I ou I
∗, on tire de
l’avant-dernie`re colonne de la table (3.2) :
(3.3) 12χ(OX) = µ+ 6ν(I
∗)
ou` µ = deg(J) et ν(I∗) est le nombre de fibres du type I∗.
Au vu de la table 3.2, on n’a pas de formule aussi ge´ne´rale pour les invariants
re´els, voir l’exemple 4.6 et la preuve du the´ore`me 5.3.
4. Surfaces elliptiques modulaires re´elles
Soit Γ ⊂ PSL(2,Z) un sous-groupe d’indice fini, en particulier Γ est un groupe
Fuchsien arithme´tique. Comme Γ ope`re sur P1(Q), le quotient
∆Γ = (H ∪ P
1(Q))/Γ
est bien de´fini. Par hypothe`se, le nombre de classes de conjugaisons paraboliques
de Γ est fini donc ∆Γ est une courbe projective lisse cf. [Shm, §1.3 et §1.5]. Si
Γ ⊂ Γ′ est un sous-groupe, alors l’application canonique de H/Γ sur H/Γ′ s’e´tend
en une application holomorphe de ∆Γ sur ∆Γ′ . En particulier, on a une application
holomorphe
JΓ : ∆Γ → P
1
en prenant Γ′ = PSL(2,Z) et en identifiant ∆Γ′ avec P
1 via la fonction j, cf.
section 2. Si on suppose de plus que Γ est stable par S, ∆Γ et JΓ sont naturellement
de´finis sur R.
L’application JΓ est ramifie´e seulement au dessus des trois points 0, 1 et ∞, cf.
[No, prop. 2.1]. De plus, le degre´ de JΓ est e´gal a` l’indice de Γ dans PSL(2,Z)
deg JΓ = [PSL(2,Z) : Γ]
Notons ∆′ = ∆Γ \ J
−1
Γ {0, 1,∞} et p : H → ∆
′ le reveˆtement universel. Par
construction, il existe un isomorphisme w : H → H qui fait commuter le diagramme
(4.1)
H
w
−−−−→ H
p
y jy
∆′
JΓ−−−−→ P1\{0,1,∞}
et qui ve´rifie w ◦ σH = σH ◦ w. De la`, il existe une unique repre´sentation
ρ : pi1(∆
′)→ Γ ⊂ PSL(2,Z) .
telle que ∀α ∈ pi1(∆
′), ∀u˜ ∈ H, ρ(α).w(u˜) = w(α.u˜) et ρ(σ∗(α)) = S(ρ(α)). Main-
tenant chaque rele`vement ρ′ : pi1(∆
′) → SL(2,Z) de ρ ve´rifie encore ρ′(σ∗(α)) =
S(ρ(α)). Il est facile d’adapter au cas re´el la construction de Kodaira [Ko, p. 578],
pour montrer qu’il existe une surface elliptique
pi : X → ∆Γ
de´finie sur R et posse´dant une section re´elle ayant pour invariants JΓ et ρ
′.
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(4.2) De´finition. Si −1 6∈ ρ′(pi1(∆
′)), une telle surface pi : X → ∆Γ est appele´e
surface elliptique modulaire re´elle.
Pour simplifier, et ceci correspond a` la restriction sur les types de fibres sin-
gulie`res de´ja` faite en section 3, on se restreint au cas ou` ∆Γ est sans point elliptique
i.e. Γ est sans torsion, on a alors (cf. [Shm] ou [Sho (4.6)])
(4.3) 2g − 2 + t =
1
6
µ
ou` g est le genre de ∆Γ, t est le nombre de cusps et µ = [PSL(2,Z) : Γ].
On note {ul} = J
−1
Γ {0, 1,∞} avec pour 1 ≤ l ≤ t, J(ul) = ∞. Alors les fibres
singulie`res de pi : X → ∆Γ sont les t fibres Cul = pi
−1{ul}, l ≤ t (cf. [Sho]) et le type
de la fibre Cul est determine´ par ρ
′(αl) ou` αl ∈ pi1(∆
′) est l’e´le´ment repre´sente´ par
un lacet simple tournant dans le sens positif autour de ul. Soit l ≤ t, choisissons
un point z ∈ Q ∪ {∞} repre´sentant ul. Comme ul est un cusp, le ge´ne´rateur du
stabilisateur de z dans Γ est conjugue´ dans PSL(2,Z) a`
(
1 ml
0 1
)
mod {±1},
ml > 0 et la fibre Cul est du type Iml ou I
∗
ml
. Les invariants nume´riques de X sont
alors donne´s par
(4.4)
q(X) = g(∆Γ)
12χ(OX) = µ+ 6ν(I
∗)
Sachant que µ =
∑t
l=1ml et ν(I
∗) est le nombre de fibre de type I∗.
(4.5) Lemme. Si Γ est sans torsion et g(∆Γ) = 0, il existe exactement t − 1
rele`vements distincts ρ′ : pi1(∆
′)→ SL(2,Z) de ρ : pi1(∆
′)→ PSL(2,Z) qui ve´rifient
ρ′(αl) = 1 si ρ(αl) = 1
ou` t est le nombre de cusps de ∆Γ.
C’est un cas particulier de [No, prop. 2.3].
(4.6) Exemple. On conside`re le groupe de congruence
Γ(2) =
{(
a b
c d
)
∈ SL(2,Z) / a ≡ d ≡ 1 mod 2, b ≡ c ≡ 0 mod 2}
}
/{±1}
d’indice µ = 6 dans PSL(2,Z) (cf. e.g. [Kat, chap. V]).
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Fig. 1
On a repre´sente´ sur la figure 1 un domaine fondamental pour Γ(2). Il est limite´
par les ge´ode´siques β1, γ1, γ˜1, β˜1, avec les identifications l ∼ l˜ pour une ge´ode´sique l.
Ce domaine est stable par σH. De la`, la courbe quotient ∆ = (H∪P
1(Q))/Γ(2) est
munie de la structure re´elle quotient et sa partie re´elle ∆(R) est repre´sente´e dans
H par la re´union des ge´ode´siques β1∪γ1 et du demi-axe imaginaire. En particulier,
les trois cusps u1, u2, u3 de ∆, repre´sente´s par 0, 1 et ∞ appartiennent a` ∆(R).
Remarquons au vu des identifications que g(∆) = 0 i.e. ∆ ∼= P1(C).
Conside´rons une surface modulaire pi : X → ∆ associe´e a` un rele`vement, cf.(4.1),
ρ′ : pi1(∆ \ {ul})→ SL(2,Z)
La fibration pi posse`de exactement trois fibres singulie`res du type Im ou I
∗
m et
d’apre`s (4.4), on a :
(4.7)
q(X) = 0
12χ(OX) = 6 + 6ν(I
∗)
Ce qui impose que le nombre de fibres de type I∗ est impair donc e´gal a` 1 ou 3.
Dans le premier cas, les trois fibres sont I2, I2, I
∗
2 . Alors χ(OX) = 1 et X est une
surface rationnelle re´elle telle que halg1 (X(R)) = h1(X(R)) = h
1,1(X) = 10. Dans
le deuxie`me cas, les fibres singulie`res sont trois I∗2 , χ(OX) = 2 et X est une surface
K3 re´elle telle que halg1 (X(R)) = h1(X(R)) = h
1,1(X) = 20.
5. Construction de surfaces extre´males
Pour une surface elliptique X re´gulie`re, on a
(5.1) h1,1(X) = 10χ(OX) .
En effet, d’apre`s le the´ore`me de de´composition de Hodge,
h1,1(X) = dimCH
2(X,C)− 2 dimCH
2(X,OX) .
L’hypothe`se de re´gularite´ nous donne dimCH
2(X,C) = 12χ(OX)− 2 (voir aussi
(3.3)) et dimCH
2(X,OX) = χ(OX)− 1 d’ou` le re´sultat.
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(5.2) De´finition. Une surface elliptique re´gulie`re pi : X → P1 est dite normalise´e
si et seulement si
(1) aucune courbe exceptionnelle n’est contenue dans une fibre ;
(2) pi est sans fibre multiple.
(5.3) The´ore`me. Pour tout entier k > 0, il existe une surface elliptique re´elle
normalise´e pi : Xk → P
1 qui ve´rifie
χ(OXk) = k et h
alg
1 (Xk(R)) = 10k
Avant de prouver le the´ore`me 5.3, on montre comment on peut de´duire de ce
re´sultat le the´ore`me 1.2 de l’introduction.
(5.4) The´ore`me (Kodaira). Toute surface elliptique re´gulie`re X provient d’une
surface elliptique normalise´e Y par une succession de η e´clatements de points et de
δ transformations logarithmiques d’ordres respectifs n1 . . . , nδ.
Deux surfaces elliptiques re´gulie`res X et X ′ sont de´formations l’une de l’autre
si et seulement si
(1) Y et Y ′ sont de´formations l’une de l’autre
(2) η = η′
(3) δ = δ′ et nl = n
′
l, ∀l ∈ {1, . . . , δ}
Cet e´nonce´ est tire´ de [Pe, p.306]. Le the´ore`me suivant se trouve en premie`re
page de [Kas].
(5.5) The´ore`me (Kas). Deux surfaces elliptiques normalise´es Y et Y ′ sont de´for-
mations l’une de l’autre si et seulement si
χ(OY ) = χ(OY ′)
Preuve du the´ore`me 1.2. Soit V une surface re´elle et W → V un e´clatement centre´
en un point de V (R), alors W est une surface re´elle et
h1,1(W ) = h1,1(V ) + 1,
halg1 (W (R)) = h
alg
1 (V (R)) + 1 .
Soit X une surface elliptique re´gulie`re, d’apre`s (5.4), X provient d’une sur-
face normalise´e Y par une suite de η d’e´clatements et δ transformations logarith-
miques. Si de plus X est sans fibre multiple, on a δ = 0. Posons k = χ(OY ),
et conside´rons une surface Xk ve´rifiant les hypothe`ses du the´ore`me 5.3, alors
halg1 (Xk(R)) = h
1,1(Y ) et d’apre`s le the´ore`me de Kas (5.5), Xk est de´formation
de Y . Notons X ′ la surface obtenue a` partir de Xk apre`s e´clatement de η points
de Xk(R). Alors X
′ est une de´formation de X par (5.4) et halg1 (X
′(R)) = h1,1(X ′).
D’apre`s (1.1), comme X ′ est une surface elliptique re´elle re´gulie`re et sans fibre
multiple, on a
halg1 (X
′(R)) ≤ h1(X
′(R)) ≤ h1,1(X ′) .
d’ou` le re´sultat.
Preuve du the´ore`me 5.3.
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Le cas k = 1 est traite´ dans l’exemple 4.6. Soit k ≥ 2, a` partir du domaine
fondamental D∪ D˜ de Γ(2), cf. Fig. 1, on construit un nouveau domaine obtenu en
adjoignant au triangle D∪D˜ k−2 translate´s de D a` droite et leurs syme´triques par
rapport au demi-axe imaginaire. Le nouveau domaine est borde´ par les ge´ode´siques
βk−1, γk−1, γk−2, . . . γ1, γ˜1, . . . , γ˜k−1, β˜k−1 identifie´es deux a` deux par l ∼ l˜.
Fig. 2
C’est le domaine fondamental d’un sous-groupe Γk ⊂ Γ(2) d’indice fini dans
PSL(2,Z), cf. e.g. [DR]. Par construction, la courbe quotient ∆k = (H∪P
1(Q))/Γk
est sans point elliptique et posse`de k + 1 cusps.
Le domaine fondamental est stable par σH et la courbe ∆k est munie de la
structure re´elle quotient. Sa partie re´elle ∆k(R) est repre´sente´e dans H par la
re´union des ge´ode´siques βk−1 ∪ γk−1 ∪ γk−2 ∪ . . . γ1 et du demi-axe imaginaire.
Au vu des identifications, on a g(∆k) = 0 et d’apre`s (4.3)
µ(Γk) = 6(k − 1) .
Suivant la section 4, on a une application JΓk : ∆k → P
1 et on note ∆′k =
∆k \ J
−1
Γk
{0, 1,∞}. On peut construire pour chaque rele`vement
ρ′ : pi1(∆
′
k)→ SL(2,Z)
de ρ : pi1(∆
′
k)→ Γk ⊂ PSL(2,Z) une surface elliptique modulaire re´elle avec section
re´elle
pi : X → P1
d’invariants (JΓk , ρ
′). Par construction, X posse`de exactement k + 1 fibres sin-
gulie`res et ces fibres sont de type Im ou I
∗
m .
D’apre`s les formules (4.4), la surface X ve´rifie :
q(X) = 0
12χ(OX) = 6k − 6 + 6ν(I
∗)
ou` ν(I∗) est le nombre de fibres de type I∗m. En particulier, quelque soit le choix
de ρ′, X est une surface elliptique re´gulie`re et h1,1(X) = 10χ(OX).
Si k est impair, le nombre de fibres singulie`res est pair et d’apre`s le lemme 4.5,
il existe un rele`vement ρ′ tel que toutes les fibres singulie`res soient de type I∗.
Si k est pair, 6k − 6 n’est pas divisible par 12 et ne´cessairement l’une des fibres
singulie`re est de type I∗. Donc il existe encore un rele`vement de ρ tel que toutes
les fibres singulie`res soient de type I∗. On peut donc obtenir pour tout k ≥ 2
une surface note´e Xk dont la liste des fibres singulie`res est I
∗
m1
, . . . , I∗mk+1 avec∑
lml = 6k − 6. On a alors
χ(OXk) = k, h
1,1(Xk) = 10k
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Par construction, les k + 1 cusps appartiennent a` ∆k(R) donc les k + 1 fibres
de type I∗ml sont re´elles. Comme Γk ⊂ Γ(2), les cusps sont chacun conjugue´ (dans
PSL(2,Z)) a` un cusp
(
1 ml
0 1
)
avec ml pair.
On de´duit alors de la table 3.2 que le nombre de composantes connexe de la partie
re´elle d’une fibre re´elle de pi est constant au voisinage de chaque fibre singulie`re.
Donc toutes les fibres lisses de Xk(R) ont le meˆme nombre de composantes connexe.
Par ailleurs, si on note Ω l’image du demi-axe imaginaire par l’application canonique
H → ∆k = (H ∪ P
1(Q))/Γk, on a Ω ⊂ ∆k(R). D’apre`s les propositions 2.2 et 2.3,
on a J(u) > 1 pour presque tout les points u de Ω donc #Cu(R) = 2. D’apre`s ce
qui pre´ce`de, on a plus ge´ne´ralement #Cu(R) = 2 pour toute les fibres re´elles lisses
de pi.
Par construction, Xk(R) est connexe et h1(Xk(R)) = 2 −
∑
l χ(Cul(R)). De
nouveau a` partir de la table (3.2), maintenant qu’on connait le nombre de com-
posantes au voisinage de chaque cusp ul, on de´duit χ(Cul(R)) = −ml− 4. De plus,
d’apre`s [Si2, VII.1], les composantes irre´ductibles re´elles d’une fibre de type I∗ qui
ne rencontrent pas la section sont inde´pendantes. De la`
−χ(Cul(R)) = ξ(Cu)− 1
et
halg1 (Xk(R)) = 2 +
∑
l
ml + 4(k + 1) = 10k
La proposition suivante sert a` de´terminer le type topologique des surfaces Xk(R).
(5.6) Proposition. Soit X → P1 une surface elliptique re´elle normalise´e,
si χ(OX ) est pair et X(R) 6= ∅, alors
X(R) est orientable.
si χ(OX ) est impair et X admet une section de´finie sur R, alors
X(R) 6= ∅ et X(R) est non orientable.
Preuve. Sous les hypothe`ses conside´re´es, un diviseur canonique de X est donne´ par
(cf. e.g. [BPV, p. 162]) :
KX = (χ(OX)− 2)F
ou` F est une fibre quelconque. La classe w1(X(R)) ∈ H1(X(R),Z/2), duale de
Poincare´ de la 1e`re classe de Stiefel-Whitney, est repre´sente´e par KX(R) et pour
tout diviseur re´el D de X , on a
(5.7) D.KX ≡ D(R) ∩KX(R) mod 2
Dans le cas ou` χ(OX) est pair, KX ≡ 0 mod 2 d’ou` w1(X(R)) = 0 et X(R)
est orientable. Maintenant, supposons que χ(OX) est impair et notons S la courbe
image dans X d’une section de´finie sur R, on a
S.KX ≡ 1 mod 2
donc X(R) 6= ∅ car ne´cessairement il existe un point de S ∩KX dans X(R). On a
alors w1(X(R)) 6= 0 d’apre`s (5.7) et X(R) est non orientable.
On note Sg la surface (topologique) orientable de genre g et Vq = #qP
2(R) la
surface non orientable de characte´ristique d’Euler 2− q.
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(5.8) Corollaire. Soit Xk une surface ve´rifiant les hypothe`ses du the´ore`me 5.3,
alors si k est pair, Xk(R) = S5k et si k est impair, Xk(R) = V10k.
Par hypothe`se, on a h1(Xk(R)) = 10k et l’orientabilite´ est donne´e par la proposi-
tion 5.6. Il reste a` montrer que la surface Xk(R) est connexe. C’est une conse´quence
de l’ine´galite´ de Comessatti
2#X(R)− h1(X(R)) ≤ h
1,1(X)− 2(r(X)− 1)
valable pour une surface re´elle X quelconque ou` r(X) de´signe le nombre de classes
re´elles inde´pendantes dans le groupe de Ne´ron-Severi de X . Comme Xk est nor-
malise´e, on a halg1 (Xk(R)) ≤ r(Xk) ≤ h
1,1(Xk), voir par exemple [Si2, III(1.10)],
donc #Xk(R) = 1.
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